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Zadanie

Ciel'om diplomovej prace je pripravit’ zbierku prikladov k predmetu Efektivne

paralelné algoritmy.

V prvej faze je treba zozbierat’ priklady z r6znych zdrojov (ucebnice, webové
stranky podobnych kurzov a pod.) a roztriedit’ ich podl'a podobnosti a naro¢nosti technik,
potrebnych na ich rieSenie. V druhej faze treba ku kazdej skupine prikladov pripravit’
vysvetlenie pouZitych technik, vymysliet’ (modifikovat’ existujuce) priklady s réznou

naro¢nost'ou, pouzivajlce tieto techniky a navrhnut’ prikladom rieSenia.



Cestne prehlasujem, ze som tuto pracu pisala samostatne s pouzitim uvedene;

odbornej literatury.

V Bratislave, 7. maja 2008

Veronika Vinkova



Dakujem svojmu diplomovému vediicemu za poskytnuté materialy a cenné rady
a pripomienky, docentovi Hudecovi z Fakulty informatiky a informacnych technoldgii
STU za poskytnutie zaujimavej literatury a v neposlednom rade d’akujem svojej rodine za

ich podporu pri pisani tejto prace, ako aj pocas celého Studia.



Abstrakt

Praca predstavuje zbierku prikladov z navrhu paralelnych algoritmov. V tivode
predstavime pouzivané modely PRAMu a kratko spomenieme pouZivané miery zloZitosti.
V dal’sich kapitolach predlozime rdzne typy prikladov zoskupené podl'a technik ¢i Struktir

potrebnych na ich vyrieSenie.

V prvej kapitole sa venujeme prikladom, ktoré sa daju efektivne vyriesit’ pouzitim
algoritmu na vypocet prefixovych stiim, pricom postupujeme od najjednoduchsich,
priamociarych modifikacii algoritmu k zlozitejSim a menej zjavnym spdsobom pouzitia.

V druhej kapitole uvadzame priklady, v ktorych zakladom rieSenia je pocitanie

logickych operécii (and, or, pozicia prvej jednotky...) na vhodne zvolenom boolovskom

poli.

V tretej kapitole s zaradené algoritmy, majuce na vstupe Strukturu spajany
zoznam. Cast’ kapitoly sa zaobera rieSenim problémov priamo na tejto trukture, ¢ast’
vyuziva algoritmus list ranking, pomocou ktorej vieme prerobit’ spajany zoznam na pole

a pracovat’ d’alej na iom.
V Stvrtej kapitole sa venujeme roznym triediacim algoritmom.

V piatej kapitole rieSime Ulohy z planarnej geometrie s vyuzitim techniky

divide & conquer.

KTIacove slova: paralelné algoritmy, PRAM, zbierka
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Uvod

Uvod

Existuje mnozstvo modelov sltziacich na implementéciu paralelnych algoritmov.

My budeme v nasSej zbierke pouzivat’ model parallel random access machine - PRAM.

PRAM je synchronny shared memory model. Viacero procesorov v iom moze
pristupovat’ ku spolo¢nej pamaiti, cez ktort mozu komunikovat’ vymenou dat. To, ze je
model synchronny znamena, ze vsetky procesory st riadené spoloénymi hodinami, pricom

v kazdom takte ma procesor povolené vykonat’ inStrukciu alebo ostat’ idle.

RozliSujeme niekol’ko variacii modelu PRAM v zavislosti od toho, ako sa

pristupuje k spolo¢nej pamiti:

e EREW PRAM (exclusive read exclusive write) — do jedného registra

nemdze naraz pristupovat’ viacero procesorov

e CREW PRAM (concurrent read exclusive write) — povol'uje viacnasobny

pristup len na ¢itanie

e CRCW PRAM (concurrent read concurrent write) — povol'uje
viacnasobny pristup na ¢itanie aj na zapis. V zavislosti od toho, ako
nardbame s viacnasobnym zapisom, rozdel'ujeme CRCW PRAM na tri
typy:

e common — povoluje sucasny zapis, len ak sa vSetky procesory

snazia zapisat’ rovnaku hodnotu

cvwr

e arbitrary — uspeje ndhodny procesor, pri tomto type PRAM moze
nastat’ situacia, ze pri opakovanom vypocte na rovnakom vstupe

dostaneme rozne vystupy.
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Uvod

Vyhody modelu PRAM mézeme zhrnut’ v nasledovnych bodoch:

Je vyvinutych mnozstvo technik a metdd, ako pristupovat’ k réznym triedam

vypoctovych problémov.

Odstranuje algoritmické detaily, tykajice sa synchronizacie a komunikécie
a pri navrhu algoritmov ndm dovol'uje lepsie sa sustredit’ na Struktiru

problému.

Model zahfna explicitné porozumenie vykonania operacii v jednotlivych

casovych jednotkach a alokécie procesorov, ktoré pracu vykonévaju.

Néavrhové paradigmy modelu PRAM sa ukazuju byt robustné a napriklad

mnohé¢ siet'ové algoritmy mozno odvodit’ priamo z algoritmov na PRAM.

Délezitou vlastnostou modelu PRAM oproti inym je, Ze poskytuje prirodzené

roz§irenie klasického sekvenéného modelu.



1. Prefixové sumy

1. Prefixové sumy

Priklad 1.1 (prefixové sumy)
Uvazujme n-prvkovu postupnost {x;, xa, ... , X,} prvkov mnoziny S a binarnu
asociativnu operaciu *. Prefixové sumy tejto postupnosti su ciastocné sucty (suciny)

definované takto
si=x;¥x;*. *x, 1<i<n

Napiste EREW PRAM algoritmus pocitajuci prefixové sumy. Aku pracu si bude

vyzadovat' a aka bude casova zloZitost”?

RieSenie
Trivialny sekvenény algoritmus, ktory by sumu s; pocital ako sucet s;; a X; je

inherentne sekvencny.

Na paralelny vypocet prefixovych sim pouzijeme bindrny vyvazeny strom.
Vstupné pole si ulozime do jeho listov a prechddzame hore po strome tak, aby sa ndm

v kazdom vrchole nachadzal sucet jeho synov.

Prefixova suma parneho listu i bude hodnota v koreni podstromu takého, ze 1 je
jeho posledny list. Prefixova suma neparneho listu i bude sti¢et hodnoty v koreni
podstromu, ktorého poslednym listom je I'avy sused i, a hodnoty i. Prefixova suma prvého

listu je jeho vlastna hodnota.

Algoritmus 1.1

Vstup: Pole X = (X1, X2, «-- , Xn/2)
Vystup: Pole S = (Si1, Sa2, -.-- , Sns2)
begin

l1: 1f n = 1 then {set s;: = x;; exit}
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1. Prefixové sumy

2: for 1 £ i £ n/2 pardo

set  yi: = Xoi -1 ¥ X
3: Rekurzivne vyrdtaj prefixové sumy z {Vi, Vi,
a uloz ich do {zi, 22, ... , Zu;2}.
4: for 1 £ 1 £ n pardo
{i parne : set si: = Zip
i=1 : set s = x5
i nepdrne > 1 : set si: = z3 -1y, F Xi}
end

\

/
/ \ S \
/@\ / ®\ /! @\ 2 \

7 Yn/z}

Xii2 (4 |1 |3 |4]7

2

6

S:|2 |6 |7 |10 |14] 21

23

29

Algoritmus pracuje v ¢ase T(n) = O(log n), pouzivajic celkovo W(n) = O(n).

Viac o tomto algoritme a o jeho modifikaciach (napr. nerekurzivny vypocet)

najdeme v [1].
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1. Prefixové sumy

Priklad 1.2 (prefixové minima)
Mame pole A = (a,, a, ..., a,). Vypocitajte prefixové minima na poli A. Teda pre
kazdeé i, 1 <i < n, ndjdite minimdlny prvok postupnosti {a,, a., ..., a;}. Algoritmus by mal

pracovat’' v case O(log n) pouzijuc O(n) operdacii na EREW PRAM.

RieSenie
Modifikujeme algoritmus na pocitanie prefixovych sim tak, Ze namiesto binarne;j

asociativnej operacie * vyhodnotime funkciu ratajicu minimum dvoch prvkov.

Algoritmus Min
Vstup: Prvky x, vy

Vystup: Minimum tychto dvoch prvkov

begin

1l: if x < y then set Min: = x
else set Min: =y

end

Algoritmus 1.2

Vstup: Pole X = (X1, Xo, «.- , Xn)
Vystup: Pole S = (si, S2, ... , Sus2)
begin

1: 1f n = 1 then {set s;: = x;; exit}

2: for 1 £ i £ n/2 pardo

set  yi: = Min(Xs; -1, Xoi)
3: Rekurzivne vyrdtaj prefixové sumy 2z {Vi, Y2, «-- , Yo}
a uloz ich do {zi, 2Z2, ... , Zu;2}.
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1. Prefixové sumy

4: for 1 £ 1 £ n pardo

{i parne : set si: = Zip

i=1 : set s = x4

i nepdrne > 1 : set s;: = Min(z@u-1y/2, Xi)}
end

Ked’ze minimum dvoch prvkov vieme zratat’ s jednym procesorom v konstantnom
Case, celkova zlozitost’ vonkajSicho algoritmu ndm zostane zachovana a rovnako ako

algoritmus 1.1, aj tento bude mat’ zlozitost’ T(n) = O(log n), W(n) = O(n).

Priklad 1.3 (sufixové sumy)
Uvazujme n-prvkovii postupnost {x,, x,, ... , x,} prvkov mnoZiny S a bindrnu
asociativnu operaciu *. Sufixové sumy tejto postupnosti su ciastocné sucty (suciny)

definované takto
Si=x: Fxir ¥ *x, [ <i<n

Ako by ste vyratali sufixové sumy na EREW PRAM?

Riesenie

Sufixové sumy mozeme ratat’ rovnako ako prefixové, len oto¢ime vstup.

Priklad 1.4
V poli A mame ulozenych n prvkov. V poli L takom, ze L (i)el{1,2,... k| ,
mame uloZené zafarbenie prvku A(i), 1 <i < n. Napiste optimalny EREW PRAM

algoritmus pracujuci v ¢ase O(log n), ktory vypocita poradie prvku vramci svojej farby.
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1. Prefixové sumy

RieSenie

Pole A si rozdelime na tseky diZky log n. Na jednotlivych tusekoch si sekvenéne
spocitame poradie prvku vramci jeho farby na useku a to nasledovne: Zoberieme si
pomocné dvojrozmerné pole B, ktoré sme na za&iatku inicializovali na nuly. Stipce pola
budu reprezentovat’ jednotlivé tseky, riadky jednotlivé farby. Policko A(i) sa pozrie do
pol'a B na policko prisliichajtice jeho useku a farbe, k jeho hodnote pripocita jedna. Tento
vysledok si navySe zapamét4 — oznacuje jeho poradie vramci farby na useku, tato hodnotu
eSte d’alej vyuzijeme.

Na riadkoch B méame teraz pocet vyskytov prislusnej farby v jednotlivych
usekoch. Spocitam si na nich prefixové sumy. Tymto sme si vypocitali pocet vyskytov

prislusnej farby od zaciatku pol'a po koniec prislusného tuseku.

Teraz si uz vieme I'ahko vypocitat’ poradie A(i) vramci svojej farby na celom poli.
A(1) si nacita hodnotu z B prislichajicu tseku pred nim a pripocita ju ku svojmu poradiu
vramci farby na Gseku. Aby sme predisli konfliktom s viacndsobnym nacitanim, aj tento

krok spravime vramci usekov sekvencne.

Priklad 1.5
Mame dané celé cisla x a n, n > 0. Vypocitajte x' pre vsetky i, 1 <i <n.

Algoritmus by mal pracovat'v ¢ase O(log n) pri praci O(n) na EREW PRAM.

RieSenie
Vytvorime si pole A diZky n a zinicializujeme ho na hodnoty x. Spo¢itame na fiom

prefixové sumy s operaciou nasobenie.

Algoritmus 1.5
Vstup: Pole X = (X1, X2y, «-- , Xns)

Vystup: Pole S = (si, Sz, ... , Saz), V ktorom s; = x'

14



1. Prefixové sumy

begin
1: for 1 £ 1 £ n pardo set x;: = X
2: 1f n = 1 then {set s;: = x;; exit}

3: for 1 £ 1 £ n/2 pardo

set Vit = Xoi -1 * Xoi
4: Rekurzivne vyrdtaj prefixové sumy z {Vi, Y2, -+ , Yoo}
a uloz ich do {zi, Zz, ... , Zus}.

5: for 1 £ i £ n pardo

{i pdrne : set sit = zZip
i=1 : set s1t = xg
i nepdrne > 1 : set si: = Z@u-1,2 F Xi}
end
Priklad 1.6

Napiste algoritmus pracujiici v ¢ase O(log n log m), ktory vypocita A', pre vsetky

1 <i<m, kde A je matica nxn. Aku prdacu budeme potrebovat?

RieSenie

Ulohu vyriesime celkom jednoducho pomocou prefixovych sum. Vyuzijeme trik,
ktory sme pouzili v predchadzajucom priklade. Do pomocného pol’a si m-krat vlozime
maticu A a zratame na nom prefixové sumy, pricom ako binarnu asociativnu operaciu
pouzijeme nasobenie matic.

Zlozitost algoritmu na poéitanie prefixovych sim na vstupnom poli dizky m je
T(m) = O(log m), W(m) = O(m). Operaciu *, o ktorej predpokladdme, Ze je na PRAM
primitivna, nahrddzam algoritmom, ktorého zlozitost’ je T(n) = O(log n), W(n) = O(n?).
Vysledna zlozitost’ teda naozaj bude T(n m) = O(log n log m) a budeme potrebovat’ pracu

W(n m) = O(n’m).
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1. Prefixové sumy

Sucin dvoch matic

Sucin AB, kde A a B st matice nxn, vypocitame nasledovne:

Algoritmus rata podl'a nasledujiceho vzorca

n
ci,j:Z ai,lbl,j
=1

Najprv v jednom kroku vynasobime vsetky dvojice 1-ty prvok riadku a -ty prvok

stlpca. Nésledne tieto suciny zosumujeme na bindrnom vyvazenom strome.

Algoritmus bezi v ¢ase O(log n) pouzivajuc O(n’) operacii. Nie je potrebné robit’

ziadne simultanne zapisy, ani ¢itania a tak na vypocet mézeme pouzit aj EREW PRAM.

Algoritmus SG¢in dvoch matic
Vstup: Matice A, B uloZené v dvojrozmernych poliach nxn
Vystup: Matica C
begin
1: for 1 £1i, 3, 1 £ n pardo
set C'(i,3,1): = A(i,1) * B(1l,7)

2: for h

1 to log n pardo
for 1 £1i, j £n, 1 £1 £ n/2"pardo
set C'(i,3,1): = C'(i,3,21 - 1) + C'(i,3,21)
3: for 1 £ i, 7 £ n pardo
set C(i,3): = C'(4i,3,1)

end
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1. Prefixové sumy

Priklad 1.7 (segmentové prefixové sumy)

Mdme pole A = (ay, as, ..., a,) celych cisel a boolovské pole B dizky n také, Ze
b, = b, = 1. Wpocitajte prefixové sumy pre kazdu sekvenciu (a;,, ..., @), i<], taku, zZe
bi=b; =1ab, =0previetky i <k <j. Algoritmus by mal pracovat' na EREW PRAM

v case O(log n) a praci O(n).

RieSenie

Kazdé policko si zisti, ¢i je na zaciatku, na konci alebo vo vnutri segmentu a to
tak, ze sa pozrie na zhodné policko v poli B a jeho 'avého suseda, ¢i sa na nich nachadza
jednotka alebo nula. Ak sa na b; nachadza nula a na b;_ jednotka, znamena to, Ze a; je na
zaCiatku segmentu. Ak sa na b; nachddza nula a na b; ., nula, znamena to, Ze a; je vo vnutri
segmentu. Ak sa na b; nachddza jednotka a na b;.; nula, a; je na konci segmentu. Méze
nastat’ aj situacia, ze sa na b; aj b;.; budu nachéadzat’ jednotky, toto st jednoprvkové

segmenty, ktorych hodnota zostava zachovana.

Prefixové sumy na segmentoch za¢neme ratat’ rovnako ako prefixové sumy na
celom poli, s tym rozdielom, ze ked’ sa maju spojit’ dva uzly, z ktorych 'avy oznacuje
koniec segmentu a pravy zaciatok, tak ku spojeniu neddjde. Nad pol'om tak nebudeme
stavat’ jeden vyvazeny binarny strom, ale stromov niekol'ko. Kazdy zodpovedajici

jednému segmentu.

Ked'Ze staviame vyvazené binarne stromy s listami v poli dlzky n, praca O(n)
bude zachovana. Rovnako vyska ziadneho z nich nemoéze byt vacsia ako log n, takze aj Cas

O(log n) zachovame.

Priklad 1.8
Mdéme pole A = (a,, as, ..., a,) celych cisel a boolovské pole B dizky n také, ze
b, = b, = 1. Wpocitajte prefixové minimd pre kazdu sekvenciu (a, a;+, ..., @), i=<],

taku, ze by =b, =1 a b, = 0prevsetky i <k <j.
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1. Prefixové sumy

RieSenie

Tento problém mozeme vyriesit pomocou algoritmu na vypocet segmentovych
prefixovych sum, ktory modifikujeme podobne ako sme v priklade 1.7 modifikovali
algoritmus na vypocet prefixovych sum - namiesto binarnej asociativnej operacie *

vyhodnotime funkciu ratajicu minimum dvoch prvkov.

Priklad 1.9
Madme dané pole lavych a pravych zatvoriek. Napiste EREW PRAM algoritmus,

ktory v c¢ase O(log n) pri linearnej praci zisti, ¢i ide o dobre uzatvorkovany vyraz.

RieSenie

Tento problém by sme Standardne riesili pomocou stacku, do ktorého vkladame
pri vyskyte 'avej zatvorky, vyberame pri vyskyte pravej. Tento pristup sa moze zdat’
inherentne sekvencny. Nie vSak ked’ stack nasimulujeme pomocou algoritmu na pocitanie
prefixovych siim a to nasledovne: Za kazdu I'ava zatvorku do prefixovej sumy pripoc¢itam

1, za prava odpocitame 1.

V dobre uzatvorkovanom vyraze sa ndm nesmie vyskytnut’ viac pravych
zatvoriek, ako uz bolo l'avych, preto ziaden prefix nemdze vyjst’ zaporny (nemohli sme zo
stacku vyberat’, ked’ tam ni¢ nebolo). Okrem toho musi byt rovnaky pocet l'avych aj

pravych zatvoriek — celkova suma teda musi vyjst’ 0 (stack na konci musi byt prazdny).

Algoritmus 1.9

Vstup: Pole A

Vystup: Boolovské& hodnota v D(1)
begin

1: for i = 1 to n pardo

if A(i) = "(' then set B(i): =1

18



1. Prefixové sumy

else set B(i):= - 1
2: Zrdtaj prefixové sumy na poli B a uloZ ich do pola C
3: for 1 = 1 to n pardo

if C(i) 2 0 then set D(i): =1

else set D(1i): = 0
4: for h = 1 to log n pardo

for 1 £ 1 £ n/2" pardo

set D(i): = D(21 - 1) & D(21i)

5: 1if C(n) # 0 then set D(1): = 0

end

V prvom kroku si inicializujeme pomocné pole B. Tento krok je trividlny, zjavne

sa neprekroci povolena praca a vykona sa jednom takte.

Prefixové sumy na pomocnom poli B vieme zratat’ v ¢ase O(log n) s O(n)

procesormi.

V tretom a Stvrtom kroku overujeme, ¢i nam niektory prefix nevysiel zaporny. Do
pomocného pol'a D si pre kazdy prefix zapiSeme, €i je jeho hodnota nezédporna. Na
binarnom vyvéazenom strome vypocitame sucin (AND) vSetkych jeho prvkov tak, ze
vysledok su¢inu budeme mat’ na prvej pozicii. Naplnenie pol'a D spravi n procesorov

v jednom takte. Vypocet su¢inu na binarnom vyvazenom strome v ¢ase O(log n).

V poslednom kroku overime, ¢i bol pocet pravych aj l'avych zatvoriek rovnaky,
teda ¢i vysledna suma, pri pocitani prefixovych stim, vysla 0. Toto overenie ndm vie

vykonat na jeden krok jeden procesor.

Priklad 1.10
Nech A je pole dizky n, ktoré obsahuje iba cisla 0 alebo 1. Je dané cislo k < n.

Ndajdite EREW PRAM algoritmus pracujuci v case O(log k) pri praci O(n), ktory vypocita

19



1. Prefixové sumy

pole B dizky n — k, pre ktoré plati

Bli)=1(V jeli, .. itk])A(j)=1

RieSenie
Zadanie ndm vlastne hovori, Ze chceme vypocitat’ pole B, ktoré bude mat’ na i-tej
pozicii jednotku prave vtedy, ked’ na tej istej pozicii a k poziciach za niou boli na vstupnom

poli A samé jednotky. Pozicie {1,1+ 1, ..., 1+ k} tvoria stvisly sek, ¢o vyuZijeme.

Rozdel'me si pole A na useky dizky k. (Ak by sme chceli byt dosledni, moézeme
posledny usek popripade doplnit’ nulami. Ide vsak len o technicky detail.) Na kazdom
takomto podpoli vypocitame prefixové a sufixové sumy s operaciou nasobenia. Vysledky

si uloZzime do pomocnych poli C (prefixové sumy) a C' (sufixové sumy).

Co nam tieto sumy hovoria? Ak dana prefixova (sufixova) suma vysla jednotka,
znamena to, Ze vSetky prvky prislusného intervalu boli jednotky. Ak by sa na intervale

vyskytla ¢o 1 len jedna nula, si¢in by musel byt nula.

Teraz uz mézZeme overit’, ¢1 sa ndm na poziciach {i, 1+ 1, ..., 1+ k} nachadzali
samé jednotky. Interval {i,1+ 1, ... , 1+ k} je dlhy k + 1, teda sa rozklada prave cez dva
nase k-prvkové Useky a tvori nejaky sufix na prvom tseku a nejaky prefix na druhom. B(i)
teda urc¢ime vySetrenim dvoch hodnot — sufixovej sumy na i-tej pozicii a prefixovej sumy
na (i + k)-tej. Ak su obe jednotky, museli byt’ aj na intervale {i,1+ 1, ..., 1+ k} samé

jednotky.

Zlozitost: Vypocet prefixovych suim ma zloZitost’ T(n) = log n, W(n) = n. Ked’Ze
pracujeme s Gsekmi dizky k, zloZitost’ pre jednotlivé Gseky bude T(k) = log k, W(k) = k.
Paralelnym vypoctom na vSetkych usekoch sti€asne sa ndm praca zvysi na n, Casova

zlozitost’ ostane zachovana.

Overenie prislusnych prefixovych a sufixovych sim vieme spravit’ v niekol’kych
krokoch, teda v konstantnom case. Na vypocet jedného B(i) vyuzijeme jeden procesor,

celkova praca v tomto kroku bude teda W(n) = n.
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Priklad 1.11

Nech A je lubovolné pole n prvkov z linedrne usporiadanej mnozZiny M a x prvok

mnoziny S. Ako urcime rank(x : A) na EREW PRAM v case O(log n) a praci O(n)?

RieSenie
Rank(x : A) nam urcuje pocet prvkov pola A, od ktorych je x vacsie. Porovname
teda kazdy prvok z A s x a do pomocného pol’a B si na prisluSnu poziciu zapisSeme

vysledok porovnania. Ak bolo x vicsie, tak jednotku, inak nulu. Prvky pol'a B spocitame.

Algoritmus 1.11
Vstup: A, X
Vystup: B(1)
begin
1: for 1 £ i £ n pardo
if x > A(i) then set B(i): =1
else set B(i): = 0
2: for h = 1 to log n pardo
for 1 £ 1 £ n/2" pardo
set B(i): = B(21i - 1) + B(21i)

end

Priklad 1.12
Predpokladajme, Ze A je usporiadané. Ako rychlo vieme zistit rank(x : A) s pracou

O(n) v tomto pripade?
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RieSenie
V konstantnom ¢ase. Opét’ porovname kazdy prvok pol'a A s x. Ak bolo A(i)

mensie, porovname x s jeho pravym susedom. Ak ten je od x vac¢si, rank(x : A) je 1.

Algoritmus 1.12

Vstup: A, X

Vystup: r

begin

1: for 1 £ i £ n pardo
if x > A(i) then

if x < A(1 + 1) then set r: = 1

end
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2. Logické operacie na boolovskych poliach

Priklad 2.1
Mdme n-prvkové pole A, v ktorom vsetky prvky su rozne. Napiste common CRCW

PRAM algoritmus pracujuci v ¢ase 0(1) pri praci O(n’), ktory vypocita maximum pola.

RieSenie 1
Ukéazeme si najprv algoritmus tak, ako bol odprezentovany v [1].

Kazdé policko A(i) porovname so vSetkymi prvkami pol'a A a vysledok
porovnania zapisujeme do pomocného dvojrozmerného pol'a B tak, ze do i-teho riadku a j-
tom stipci zapiseme, & A(i) je vicsie alebo rovné A(j). Ak sa v i-tom riadku nachadzaju
sam¢é jednotky, ¢ize A(i) bolo vacsie alebo rovné od vsetkych prvkov, zapiSeme do pol'a M

na i-tu poziciu jednotku.

Ked’Zze maximum moze byt’ v poli, v ktorom st vSetky prvky rdzne, len jedno,

v poli M sa jednotka bude nachadzat’ len raz a to na pozicii zhodnej s poziciou maxima.

Algoritmus 2.1/1
Vstup: Pole A
Vystup: Pole M(i), v ktorom sa nachéddza jednotka na rovnakej
pozicii, ako v poli A maximum
begin
1: for 1 £ i, j £ n pardo

if (A(i) 2 A(J)) then set B(i,J): =1

else set B(i,j): = 0

2: for 1 £ 1 £ n pardo
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2. Logické operacie na boolovskych poliach

set M(i): = B(i,1) & B(i,2) & .. & B(i,n)

end

RieSenie 2

Algoritmus mozeme eSte trochu zjednodusit’. Kazdé policko ma priradenych n
procesorov, ktoré ho porovnaju so vSetkymi ostatnymi prvkami v poli. Porovnanie
spravime v dvoch krokoch tak, Ze po prvom porovnani chct vSetky procesory zapisat
jednotku, po druhom nulu. V jednom kroku chct teda vSetky procesory zapisat’ tu isti
hodnotu a tak nepotrebujeme n policok na zapis, ale sta¢i nam jedno. Pritom neporusime

common CRCW PRAM.

Operaciu AND sme vykonali skryto poradim, v akom sme vysledky zapisovali —
najprv jednotku, potom, ak prvok maximom nie je, nulu. Na tomto mieste urcite stoji za
zamyslenie, ako sa takymto sposobom urobi OR — najprv zapisu procesory, ktoré chcu

zapisat’ nulu, potom procesory, ktoré chcu zapisat’ jednotku.

V tomto rieSeni uz nemusime pouzit pomocné dvojrozmerné pole B, ale

medzivysledky zapisujeme priamo do pol'a M.

Algoritmus 2.1/2
Vstup: Pole A
Vystup: Pole M(i), v ktorom sa nachaddza jednotka na rovnakej
pozicii, ako v poli A maximum
begin
1: for i = 1 to n pardo

for j = 1 to n pardo {

if (A(i) 2 A(J)) then set M(i): =1

if (A(i) < A(j)) then set M(i):

0}

end
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RieSenie 3

Vsimnime si, zZe prvé porovnanie v predchadzajiicom algoritme bolo takmer
zbytocné — ked’ze porovnavame so vSetkymi prvkami pol’a, teda aj so sebou samym,
porovnanie na rovnost’ bude vzdy pravdivé. Mohli by sme teda tento prikaz vynechat’ a

nahradit’ inicializaciou prvkov pol'a M na jednotky.

Alebo m6zeme porovnanie na rovnost’ odstranit’ a porovnavat’ na ostru nerovnost’
na oboch riadkoch (toto si méZzeme dovolit’, ked’ze mame na vstupe sameé rozne prvky).
Ked’ze maximum je len jedno, jednotka sa zapiSe len na jedno policko a druhé porovnanie

uz nie je potrebné. Sta¢i ndm na zaciatku inicializovat’ prvky pol'a M na nuly.

Algoritmus 2.1/3
Vstup: Pole A
Vystup: Pole M(i), v ktorom sa nachddza jednotka na rovnakej
pozicii, ako v poli A maximum
begin
1: for i = 1 to n pardo {

set M(1i) = 0

for j = 1 to n pardo

if (A(i) > A(j)) then set M(i): = 1}

end
Posledné rieSenie je najjednoduchsie a azda najlepSie je na lom vidiet,, Ze ide

o vypocet maxima. Prvé a druhé rieSenie vSak maju pre nas vel’ky vyznam z hl'adiska

pouzitych postupov. Tieto sa ndm zidu pri rieSeni d’al’Sich prikladov.
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Priklad 2.2
Mdme n-prvkovu postupnost’ A. Zistite v case O(1) s pouzitim nanajvys O(n)

operdcii na common CRCW PRAM, ci je postupnost bitonicka.

RieSenie
Vyuzijeme vlastnost’ bitonickej postupnosti, ktord ndm hovori, Ze bitonicka

postupnost’ ma nanajvys jedno minimum, maximum.

Najprv si overime, €i je len jedno minimum.

1. Kazd¢ policko si pozrie svojich susedov, €i nie je minimom. Ak minimom je,
zapise do pomocného pola B diZky n na svoju poziciu jednotku. Ak nie je, tak nulu.

2.RozdelimsiBna +n usekovdizky +n .Nakazdom tseku paralelne
zistim (OR-om), ¢&i sa na flom nachadza 1. Ak ano, zapiseme do pomocného pola C dizky

Vn  jednotku.

B: l.oeo..... leeeeat oot oot I
. OR ,. OR ,, OR , OR ,

W A W A

o 0 1 0 0

3. Overime, ¢i sa v poli C nachéddza iba jedna jednotka — policko, na ktorom sa

jednotka nachadza, pozrie vSetky ostatné, ¢i este niekde d’alSia nie je. Pokial je jednotiek

26



2. Logické operacie na boolovskych poliach

viac, znamena to, ze bolo viac minim a teda postupnost’ bitonicka nie je.

4. Ak bola len jedna, tak spitne overime usek na B, ktory jej prislichal, ¢i sa na

nom nenachadza jednotiek viac. Postupujeme rovnako ako v predchadzajucom kroku.
Obdobny postup pouzijeme pri overovani maxima.

Overme este, ¢i ndm sedi zlozZitost’. V 1. kroku kazdému policku pridelime jeden
procesor, mame n poli¢ok a teda W(n) = O(n). Porovnanie robime s dvoma susedmi, ¢as je

teda zrejme konStantny.

V 2. kroku sa opat’ o kazdé policko stara jeden procesor. Operaciu OR vykoname
v konStantnom case tak, ze v jednom kroku do prislusného C(i) zapiSu procesory, na
ktorych polickach bola nula, nulu, v druhom tie, na ktorych poli¢kach bola jednotka,
zapiSu jednotku. Za zmienku stoji aj to, Ze sme vykonali simultanny zapis a neporusili sme

pravidla common CRCW PRAM - vsetky procesory zapisovali rovnaku hodnotu.

Prezretie vetkych poli¢ok v 3. a 4. kroku si vyzaduje n* operacii. My vSak

—2

pracujeme s polom dizky Vn atedaW( Vn )= Jn° =n.

Priklad 2.3
Mdéme boolovské pole A dizky n. Napiste common CRCW PRAM algoritmus, ktory
v ¢ase O(1) pri praci O(n) najde najmensie k také, zZe A(k) = 1.

RieSenie
1. Rozdelime si vstupné pole na +/n  tsekov dizky n . Nakazdom useku si
zistime, €1 sa na ilom nachddza aspon jedna jednotka. Zvolime rovnaky postup ako v 2.

kroku v predchadzajicom priklade. Vysledky si zapiSeme do pomocného pola B.

2. Mame teda teraz pole dizky n s informaciou, v ktorych tsekoch sa

nachadza jednotka. Ndjdeme najmensie k také, ze B(k) = 1.

Teraz uz m6zeme hrubou silou — pre kazdé policko s jednotkou pozrieme, €i sa
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2. Logické operacie na boolovskych poliach

pred nim nachadzaju uz len nuly. Na to potrebujeme vz~ = n procesorov, o mame
k dispozicii.
3. Dalej pracujeme s isekom na poli A, ktory prislichal ,,vitaznej* jednotke, teda

s usekom, na ktorom sa prva jednotka bude nachadzat’. Opét hl'adame prvu jednotku na

polidizky n . Zopakujeme teda postup z kroku 2.

Priklad 2.4

Ako rychlo vieme vyriesit predchadzajuci problém s rovnakou pracou na CREW

PRAM?

RieSenie

Problém nastane pri zapisovani. V algoritme 2.3 sa v jednom kroku na jedno
poli¢ko snazi pisat nanajvys n procesorov (v 1. kroku pri operacii OR). Pri
exkluzivnom zapise si budi musiet’ najprv zvolit’ procesor, ktory bude zapisovat’. Na
vol'bu pouzijeme binarny strom. V listoch ma ¢isla procesorov. Ak je procesor l'avy, teda
s mensim Cislom a chce zapisovat’, postupi o troven vyssie. Pravy procesor postipi len,
ked’ l'avy zapisovat’ nechce. Procesor, ktory sa dostal az ku koretiu stromu, zapise do
poli¢ka. Vyska binarneho stromu s n listami je log n. My mame ale na vstupe len \/n
procesorov, vyika nasgho stromu je teda log(vVn) a taka bude aj Gasova zlozitost

algoritmu.

Stoji za zmienku, Ze pri takejto vol'be procesora na zapis najdeme aj prva
jednotku daného useku. Mdzeme teda vynechat 3. krok. Algoritmus ndm to sice trochu

zrychli, celkovy odhad vSak zostane nezmeneny.

Priklad 2.5 (All Nearest Smaller Values — ANSV)

Mame pole A = (a,, a, ..., a,). Lava zhoda a;, 1 <i <n, je, ak také existuje, ¢islo

ax, také, ze k je najvdcsi index taky, ze 1 <k <ia ax < a. Podobne definujeme pravu
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zhodu. Ndjdite lavé a pravé zhody a; pre vsetky prvky pola A v case O(1) pouzijiic O(n’) na
common CRCW PRAM.

RieSenie
Ukéazeme si ako ndjst’ I'avé zhody. RieSenie pre pravé zhody je takmer rovnaké.
Pre kazdy prvok a; pozrieme vSetky prvky s niz§im indexom (j <1i) a porovname,

¢1 su mensSie. Ak ano, do pomocného pol'a B; zapiSeme jednotku (inak si tam nuly).

Pomocou algoritmu 2.3 najdeme najvacsie k také, ze Bi(k) = 1.

Lavé zhoda a; je ay.

Algoritmus 2.5
Vstup: Pole A

Vystup: Pole C

begin
1: for 1 £ i £ n pardo {
for 1 £ 3 £ n pardo set B;(j): =0
for 1 £ j £ i pardo
if a; < a; then set Bi(j): =1
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Najdi na B; najvdcsie k také, Ze B;(k) =1

set C(i): = A(k)}
end
Priklad 2.6
Napiste common CRCW PRAM algoritmus na vypocet prefixovych minim pola
A = (a;, ay, ..., a,) pracujuci v ¢ase O(1) s O(n’) operdciami.
RieSenie

1. Aj pozrie svojich predchodcov a zisti, ¢i je od vSetkych mensi. Kazdému
polic¢ku sa priradi i procesorov, ktoré spravia porovnanie. Do pomocného pol'a B zapisu
jednotku, ak A; bolo mensie, nulu, ak nie. V dvoch krokoch, aby sme neporusili pravidla
common CRCW PRAM a v tomto poradi (vykoname tak vlastne paralelne AND, pretoze

minimum musi byt’ od kazdého mensie).

2. Pokial’ A minimom nie je, hI'addme najbliz$i mensi index k taky, ze A(k) samo
sebe prefixovym minimom bolo. Postupujeme podobne ako pri hl'adani 'avej zhody —

hl'adame najvacsie k také, ze B(k) = 1.

Algoritmus 2.6

Vstup: Pole A

Vystup: Pole C

begin

1: for 1 £ 1 £ n pardo {

for 1 £ 3 £ 1 pardo {

Il
=

if A(1) £ A(J) then set B(i):

if A(i) > A(J) then set B(i): 0}
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if B(i) = 1 then C(i) = A(i)
else {
Ndjdi na B najvdcsie k také, zZe k < 1 a B(k) =1
set C(i): = A(k)}}
end
Priklad 2.7

Majme pole prirodzenych cisel A dizky n. Ndjdite common CRCW PRAM
algoritmus, ktory v ¢ase O(1) a praci O(n’) vypocita pole L také, ze

L=max{j|a=a,j<il

RieSenie
Cize pre kazdé a; hadame najblizsi prvok zl'ava s rovnakou hodnotou.
Kazdé¢ a; porovname so vSetkymi jeho predchodcami a vysledok porovnania
zapiSeme do i-teho riadku pomocného dvojrozmerného pol'a B na prislusnu poziciu:

Bj) =1« (ai=a;, ] <1).

Kedze sme do riadku B; zapisovali jednotky len pre rovnaké prvky s menSim
indexom, sta¢i ndm teraz ndjst’ poziciu poslednej jednotky v riadku. Pouzijeme obdobny

postup, ako pri rieseni tlohy 2.3.

Porovnanie vSetkych prvkov a naplnenie pomocného dvojrozmerného pol'a
spravime na kone¢ny pocet krokov s pouzitim O(n?) procesorov. Algoritmus 2.3 pocital na
vstupe dizky n v &ase O(1) pri praci O(n). Pri paralelnom vypoéte na vietkych riadkoch

sucasne sa ¢as nezmeni, praca bude nW(n) = nO(n) = O(n?).
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Algoritmus 2.7
Vstup: Pole A

Vystup: Pole L

begin
1: for 1 £ i £ n pardo {
for 1 £ j £ n pardo set B;(j): =0
for 1 £ j £ i pardo
if ai = aj; then set Bi(j): =1

Najdi na B; najvdcsie k také, Ze B;(k) =1
set L(i): = A(k)}

end

Priklad 2.8

Nech A je pole obsahujuce n redlnych cisel. Napiste CREW PRAM algoritmus,
ktory vypocita pole L, pre ktoré plati, Ze L(i) = max j, kde j <i a sucasne A(j) > A(i).
Algoritmus by mal pracovat'v ¢ase O(log n) a praci O(n).

RieSenie
Ratame takmer rovnako ako predosly priklad, len nehl'adame A(i) = A(j), ale
A(j) > A(1) a musime zohl'adnit’, Ze teraz pracujeme s CREW PRAM.

Pri naplitani pomocného pol’a B sme sice robili viacnasobné &itania, na jednu
poziciu ale zapisoval vzdy len jeden procesor. Na najdenie poslednej jednotky v riadku
sme pouzili algoritmus 2.3. Ten vSak pracuje s common CRCW PRAM. Pouzijeme teda

postup 2.4, ktory modifikuje algoritmus 2.3 pre vypocet na CREW PRAM.
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Priklad 2.9
Mdme utriedené pole A = (a,, a,, ..., a,) take, Ze kazdé a; je zafarbené farbou 1,
1,€(1,2,...,m| | m = O(log n). Napiite CREW PRAM algoritmus pracujiici v ¢ase
O(log n) s O(n) operaciami, ktory pre kazdé i, 1 <i < m, vypocita minimalny prvok

zafarbeny I..

RieSenie

Rozdelime si A na tseky dizky log n. Na jednotlivych usekoch ndgjdeme minima
sekvencne jednym prechodom useku nasledovne: Mame pomocné dvojrozmerné pole,
v ktorom riadky reprezentuju jednotlivé farby, stipce useky. Hodnoty v fiom inicializujeme
na nulu. Ked’Ze vstupné pole je utriedené, na najdenie minima danej farby na danom useku
nam sta¢i najst’ prvy vyskyt prvku zafarbeného prislusnou farbou. Vezmeme prvok a; a
pozrieme na policko na pomocnom poli, prisluchajice danému useku a farbe, ktorou je a;
zafarbené, €i je hodnota na poli¢ku rézna od nuly. Ak je na poli¢ku nula, minimum eSte
najdené nebolo, zapiSeme do policka index i. (Nemdzeme zapisat’ priamo a;, lebo to by sa

mohlo rovnat’ nule.)

Maéme teraz dvojrozmerné pole vel'kosti log n x @ . Na i-tom riadku sa

nachadzaju tisekové minima (resp. ich indexy) farby 1. Ked’ze bolo vstupné pole utriedené,
minimalny prvok farby l; bude minimum toho tseku, na ktorom sa farba prvy krat
vyskytla. Sta¢i nam teda najst’ prvy nenulovy prvok na riadku. Vyuzijem rieSenie tlohy
2.3, respektive 2.4, pricom namiesto prvej jednotky v boolovskom poli budeme hl'adat’

prvy nenulovy prvok.

Algoritmus 2.4 pracuje na CREW PRAM na poli dizky n v ¢ase O(log n )

;. , n e , x ,
s O(n) operaciami. My mame na vstupe —log . prvkov, ¢ize dobry Cas ostane zachovany,

_n

operacii budeme potrebovat’ O( log 7 ). Vypocet prebehne na vsetkych riadkoch
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paralelne, ¢ize log n W( @ = logn O( @ ) = 0O(n).
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3. Zoznamy

Priklad 3.1 (Paralelny prefix)

Mdme dany spdjany zoznam L dizky n. Nasledovnik vrchola i je dany S(i),
hodnota S posledného prvku zoznamu je 0. Kazdy vrchol si navyse pamdta hodnotu h(i).
Napiste EREW PRAM algoritmus pracujuci v ¢ase O(log n), ktory vypocita na zozname

prefixové sumy.

RieSenie
Ulohu budeme riesit’ technikou pointer jumping. Popri presmerovavani

nasledovnikov, pripo¢itavame hodnotu vrchola k hodnote jeho nasledovnika.

Algoritmus si vyzaduje pracu O(n log n).

Algoritmus 3.1
Vstup: Zoznam L, hodnoty h (i)
Vystup: Zoznam L, hodnoty h (i)
begin
1: for i = 1 to n pardo {
set S'(i): = S(1)
while S'(i) # 0 and S'(S'(i)) # 0 {
set h(S'(i)): = h(i) + h(S'(1))
set S'(1): = S' (S'(1)); } }

end
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Priklad 3.2 (List Ranking)
Mdéme dany spdjany zoznam L dizky n. Nasledovnik vrchola i je dany S(i),
hodnota S posledného prvku zoznamu je 0. Napiste algoritmus pracujuci v case O(log n),

ktory pre kazdy uzol vypocita vzdialenost od konca zoznamu.

RieSenie

Ulohu méZzeme vyriesit’ pomocou predchadzajiiceho algoritmu. Na za¢iatku
nastavime kazdému vrcholu okrem posledného hodnotu 1. Pri presmerovavani smernikov,
nebudeme pripocitavat’ hodnotu vrchola k hodnote jeho nasledovnika, ale hodnotu

nasledovnika k hodnote vrchola.

Algoritmus 3.2
Vstup: Zoznam L

Vystup: Zoznam L, hodnoty rank (i)
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begin

1: for i = 1 to n pardo {

set S'(1i) = S (1)
if S'(i) # 0 then set rank(i): =1
else set rank(i): = 0

while S' (i) # 0 and S'(S8'(i)) # 0 {
set rank(i): = rank (i) + rank(S'(1i)):
set S'(1): = S' (S'(1)); } }

end

Algoritmus, ktory sme si teraz ukazali, pracuje na EREW PRAM v ¢ase O(log n)
a praci O(n log n). Problém list rankingu ale vieme na EREW PRAM vyriesit’ v rovnakom
Case s poCtom operacii O(n). RieSenie tohto algoritmu je v§ak pomerne komplikované a
predchadza mu mnozstvo tedrie, na ¢o v tejto zbierke nie je priestor, preto ho neuvedieme.
V d’al'Sich prikladoch, aby sme mohli predviest’ ¢o najefektivnejSie rieSenia, ked’ sa
budeme odvolavat’ na list ranking, budeme mat’ na mysli ten. Zaujemcovia si ho mézu

naStudovat’ v [1].

Priklad 3.3

Mdéme dany zoznam L dizky n, ktorého niektoré vrcholy sii oznacené cervenou
farbou. Nasledovnik vrchola i je dany funkciou S(i), posledny prvok ukazuje sam na seba,
funkcia Zaciatok(L) ukazuje na prvy prvok zoznamu. Napiste EREW PRAM algoritmus
pracujuci v case O(log n) s linedrnym poctom operacii, ktory skonstruujte podzoznam L'

zoznamu L, ktory bude obsahovat cervené prvky.

RiesSenie

V prvom kroku presmerovanim smernikov popreskakujeme vrcholy, ktoré nie su
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cervené. Zoznam zacinajuci poCiatocnym prvkom pdvodného zoznamu by teraz mal byt’
pozadovany Cerveny podzoznam. Vynimku mézu tvorit’ prvy a posledny prvok. Toto

upravime v kroku 2.

Algoritmus 3.3
Vstup: Zoznam L
Vystup: Podzoznam L s c¢ervenymi vrcholmi
begin
1: for 3 = 1 to log n do
for i = 1 to n pardo
if S(i) # Cerveny then set S(i): = S(S(i))
2: for i = 1 to n pardo
if 1 = Zaciatok (L) then
if i # Cerveny then set Zaciatok(L): = S(Zaciatok(L))
if S(i) # Cerveny then set S(i): = 1

end

[3]

Priklad 3.4

Majme dany zoznam L dizky n. Nasledovnik vrchola i je dany S(i), hodnota S
posledného prvku zoznamu je 0. Kazdy vrchol si navyse pamdita hodnotu h(i). Napiste
EREW PRAM algoritmus pracujuci v ¢ase O(log n) s poctom operdcii O(n), ktory vypocita

minimalny prvok zoznamu.
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RieSenie

Pomocou procedury list ranking vieme urcit’ vzdialenost’ vrchola od konca
zoznamu na EREW PRAM v ¢ase O(log n) s pracou O(n). Ked’ vieme vzdialenost’
vrcholov od konca, mézeme si zoznam prerobit’ na pole tak, ze vrchol v(i) vlozime do pol'a

na poziciu rank(i).

Na poli ndgjdem minimum v ¢ase O(log n) s poctom operacii O(n) pomocou

binarneho vyvéazeného stromu.

Vstup: Zoznam L
Vystup: A (1)
begin
1: List ranking
2: set A(rank(i)): = v (1)
3: for h = 1 to log n pardo

for 1 £ 1 £ n/2" pardo

set A(i): = Min(A(2i - 1), A(21))

end

Priklad 3.5

Majme lubovolny zakoreneny strom T = (V, E) taky, Ze pre kazdy vrchol v mame
daného nasledujiceho surodenca s(v) a prvého potomka fc(v). (Pokial vrchol dalsieho
surodenca uz nema, s(v) = 0. Pokial’ je v list, fc(v) = 0.) Napiste algoritmus pracujuci v

case O(log n) pri praci O(n), ktory kazdému vrcholu v urci rodica p(v).

RieSenie

Urc¢it rodi¢a vrcholom, ktoré su prvymi potomkami, nie je problém. Kazdy vrchol
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oznami svojmu prvému potomkovi svoj index.

Ostava nam urcit’ rodi€ov vrcholom, ktoré su stirodencami prvych potomkov.
Tychto mame vlastne uréenych zoznamom zac¢inajicom v kazdom vrchole, ktory je prvym
potomkom. Dlzka takychto zoznamov moze byt’ rézna, v najhorSom pripade azn — 1 (ak je

hibka stromu iba 1). Oznaéme si dizky tychto zoznamov n;, pricom vieme, ze n; < n
a Z n; .<n.

Podobne ako v priklade 3.4 si zoznamy sirodencov prerobime na polia. Poslat’

informdciu po poli v ¢ase O(log n;) s O(n;) procesormi uz nie je problém.

Priklad 3.6

Mdame kruh K = (ky, k, ... , k,) reprezentovany ako cyklicky zoznam a hrany E
spdjajuce uzly v; tak, ze lubovolny uzol v; je incidentny najviac s jednou hranou. Vieme
zakreslit hrany do kruhu tak, Ze sa nebudu pretinat? Napiste EREW PRAM algoritmus,

ktory toto zisti v case O(log n) s pouzitim najviac O(n) operdcii.

RieSenie
Kruh si najprv prerobime na spéjany zoznam — vyberieme si vrchol, nech je to v,
a tam cyklicky zoznam prerusSime. (Uvedomme si, ako dblezité je pre tento krok, ze

vrcholy mame ocislované.)

Z0 zoznamu si podobne ako v priklade 3.4 urobime pole. Zaroven si musime
precislovat’ hrany. To spravime v kroku medzi list rankingom a precislovanim pol'a — kazdy
vrchol pozrie, aky rank vysiel vrcholu, s ktorym ho spéja hrana a hranu si podl’a toho

upravi.

Teraz, ked’ uz mame problém pretransformovany, pod'me sa sustredit’ na samotné
rieSenie problému. Ako sa ndm Coskoro ukaze krok prerobenia kruhu na pole, nebol
vyhodny len z hl'adiska l'ahSieho rieSenia problémov na poli, ale aj dobry posun k ndjdeniu

triku na vyrieSenie tlohy.
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To, ¢i sa hrany pretinaju zistime nasledovne: Pre hranu idicu z vrchola i do j, si
zapiSeme interval <i, j>, 1 <j. Toto urobime pre vSetky hrany. Ked'Zze z kazdého vrcholu ide
najviac jedna hrana, takéto intervaly nemaji pociato¢ny ani koncovy bod rovnaky.
Vsimnime si, ze ak sa dve hrany krizia, tak intervaly, ktoré vymedzuju sa buda v prieniku
tiez krizit — napr. pre hrany v,v, a vevq <a, b> N <c, d> = <c, b>. Pokial sa nekrizia, tak
prienik dvoch intervalov je bud’ prazdna mnozina alebo jeden interval sa nachadza v

druhom cely. Vid’ obrazok.

Ci <a, b> n <c, d> = <c, b> vieme zistit’ jednoducho prefixovymi sumami. Na
zacCiatok kazdého intervalu si do pomocného pol'a vloZzime + 1, na koniec — 1 a spocitame
na tomto poli prefixové sumy ako v priklade 1.1. Prefixové sumy na zaciatku a konci
kazdého intervalu musia byt’ rovnaké. Prefixové sumy vieme vypocitat na EREW PRAM
v ¢ase O(log n) a v praci O(n). Ostatné kroky vieme s O(n) operaciami vykonat v Case

o(1).

41



3. Zoznamy

V1 V2 Vn

SR - e
V1 2 vn

42
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4. Triedenia

Priklad 1.1 (Odd-Even Transposition Sort)
Madme pole A n realnych cisel. Utried'te toto pole v linearnom case s linedarnym

poctom operdcil.

RieSenie

Triedenie, ktoré si ukdzeme je vel'mi podobné Bubble Sortu, len poradie, v akom
sa porovnania vykonavaju sa lisi. Porovndvame v dvoch fazach — v prvej porovname ¢islo
na neparnej pozicii s ¢islom na nasledujicej parnej, v druhej ¢islo na parnej pozicii s
¢islom na nasledujicej neparnej. Ak je ¢islo s mensim indexom véacsie, tak dvojicu
prehodime.

Korektnost’ algoritmu mézeme dokazat’ indukciou. Najvicsie Cislo, pokial je
potreba ho prehodit’, sa nikdy nezdrzi. Na svoju poziciu teda dorazi najneskor na n— 1
krokov. Druhé najvicsie Cislo sa zdrzi len v pripade, Ze sa v prvom porovnani stretne s

najvacsim. V takomto pripade musi jeden krok cakat’. Potom vSak uz nebude zdrzané ani

raz a nedorazi neskoér ako na n krokov.

Porovnania v jednej faze mo6zeme vykonat’ paralelne. Porovnanie a pripadné

prehodenie dvoch ¢isel vykoné jeden procesor — na jednu takuto fazu teda potrebujeme

n e T . - , . N
5 procesorov, Cize O(n) operacii. Ostatné kroky uz musime robit’ sekvencne a tak

casova zlozitost’ bude O(n).

Algoritmus moze bezat’ aj na EREW PRAM.

43



4. Triedenia

Algoritmus
Vstup: Pole A
Vystup: Pole A
begin
for 1 = 0 to n do {
for 3 = 1 to n/2 pardo
if A(2*3) > A(2*3j + 1) then Prehod A(2*j) a A(2*j + 1)
for j = 1 to n/2 pardo

if A(2*j - 1) > A(2*3) then Prehod A(2*j - 1) a A(2*7)

end

[23] 4 [12/18| 2 |34|27| 6 |28[14|10] 7 |
~— A ~— e - e

| 4 |23[12/18| 2|34 6 |27]14|28]| 7 | 10]
M i i i i

| 4 1223 2 (18| 6 [34]14|27] 7 | 28] 10]
e T e T i T

| 4 |12 2 |23[ 6 |18|14[34]| 7 |27 |10] 28]
- e T e T

| 4| 212 6 [23]14]18] 7 |34| 10|27 28]
~— A ~— e - e

| 246 |12[14]|23] 7 |18|10]|34|27]| 28]
M i i i i

| 2|46 12[14] 7 |23]10|18]| 27|34 | 28]
e T e T i T

| 24612 714]10]23|18|27|28]|34]
- e T e T
|2l 46| 7[12]10][14]18|23|27|28]|34]

- - - < < <

46| 7[10]12]14]18|23|27|28]34]

ha

44



4. Triedenia

Priklad 4.2 (Rank Sort)
Madme pole A n realnych cisel. Utried'te paralelne toto pole vyuzitim techniky rank

sort.

RieSenie
V algoritme rank sort pocitame pocet ¢isel v poli, ktoré st od prvku, ktory chceme
zaradit’ mensie. Podobne, ako to bolo pri zoznamoch, pocitame takto vzdialenost’ prvku od

zaciatku pol'a. Prvok potom na tato poziciu zaradime.

V sekvencnom rieSeni problému hladdme poziciu prvku porovnanim so vSetkymi
ostatnymi, pri¢om, ked’ je od nejakého prvku vicsi, pripocitame si do pocitadla jedna.
Postupnym prechodom cez vSetky prvky dostaneme ¢asovu zlozitost O(n?). Paralelné
rieSenie sa nam priam nuka. Kazdému prvku priradime jeden procesor, ktory mu rank v

case O(n) vyrata. Mame teda ¢asovu zlozitost’ algoritmu O(n) pri praci O(n).

Algoritmus 4.2
Vstup: Pole A
Vystup: Pole B
begin
1: for i = 1 to n pardo {
set rank: = 0
for i = 1 to n do
if A(i) > A(j) then inc(rank)
B(rank): = A(i) }

end
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Priklad 4.3
Vieme casovu zloZitost predchadzajuceho algoritmu zniZit na O(log n)? Kolko

operdcii budeme potrebovat?

RieSenie

Porovnanie vybranych ¢isel jedného s druhym mozeme robit’ viacerymi
procesormi. Najlepsi ¢as, konstantny, dostaneme, ak kazdému prvku priradime n — 1
procesorov, ktoré ho porovnaji so zvySnymi prvkami pol'a. Takyto postup je ndm uz dobre
znamy, napriklad z h'adania maxima v priklade 2.1. Problém vSak nastava pri pripocitani
do pocitadla. Donho paralelny zapis nie je mozny a moze si vyzadovat' az n— 1 krokov.
Na urychlenie ale méZzeme pouzit’ binarny vyvazeny strom, pomocou ktorého vieme sucet

O(n) prvkov vykonat’ s O(n) operaciami v ¢ase O(log n).

Vysledna zlozitost takto upraveného algoritmu bude O(n?) operacii v ¢ase

O(log n).

Priklad 4.4
Madme pole A obsahujuce n celych cisel z rozsahu 0 ... log n. Napiste EREW
PRAM algoritmus pracujuci v case O(log n) a praci O(n), ktory toto pole utriedi.

RieSenie

Vstupné pole A si rozdelime do tisekov dizky log n.

Na nich paralelne spocitame vyskyty jednotlivych ¢isel v danom useku. Tieto
pocetnosti si ukladdme do pomocného pol'a B tak, Ze na i-tej pozicii sa nachadza vyskyt
¢isla i mod log n v prislusnom useku (konkrétne (i div log n + 1)).

Paralelne pracujeme na usekoch dizky log n s polom dizky n, teda T(n) = O(log

n), W(n) = O(n). Zinicializovanie (vynulovanie) pol'a B ma T(n) = 1.
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Algoritmus 4.4
Vstup: Pole A

Vystup: Pole A
begin

1: for 1 = 0 to n pardo

set B(i): = 0;
2: for 1 = 0 to pardo
logn
for j = i*log n to i*log n + log n

inc(B(A(J)*1));

Vypocitame vyskyty v celom poli a to nasledovne: Kazdy proces spocita vyskyty
jedného ¢isla c, teda c-ty proces spocita policka ¢ +1 log n a vysledok si ulozi do

pomocného pol’a C na policko C(c).

Ked’ze policok je zjavne a spocitat’ sumu vieme v ¢ase T(n) = logn,

log n

n n n
T <O(l ) = * — )= * - .
(logn) (logn) .Pre W(n)=1logn * W( log )=1logn * O( log )=0(n)
3: for j = 0 to log n pardo
for 1 £ 1 < pardo
logn
set X(j,1): = B(i*log n + j);
for k =1 to log( ) do
log n
n
for 1 £ 1 £ ‘logn pardo
ok
set X(j,1i): = X(3,2i - 1) + X(3,21i);

Teraz uz mame pole C, dizky log n, v ktorom sa na i-tej pozicii nachadza celkovy
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vyskyt ¢isla 1.

Jednym sekvenénym prechodom pole upravime tak, Ze na i-tej pozicii budu
vSetky vyskyty ¢isla i a ¢isel menSich od neho (€ize najd’alej$i mozny vyskyti v
kone¢nom poli).

Kedze C je dizky log n, T(n) = W(n) = log n.

4: for i = 1 to logn—1 do
set C(i): = C(i) + C(1 - 1)

Aby sme v d’alSom predisli konfliktom na EREW pamiti, nakopirujeme si
odkial’ sa ma ¢islo vypisat’ do pomocného pol’a D.

Opit pracujeme sekvenéne s polom dizky log n, &ize T(n) = W(n) = log n.

5: for 1 = 0 to logn—1 do
if 1 = 0 then set D(i) = 0
else set D(i): = C(i - 1) + 1

Pomocou ziskanych informécii prepiSeme pole A utriedenymi hodnotami.

T(n)=1, W(n) =n.

6: for i1 = 0 to logn—1 pardo
for j = D(i) to C(i) pardo
set A(J): = 1i;

end

Priklad 4.5
Vieme utriedit pole dizky n v konstantnom case? Kolko procesorov by sme

potrebovali?
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RieSenie
Vieme. Vypocet je vSak vel'mi neefektivny a redlne v praxi nepouzitel'ny — na

common CRCW PRAM budeme potrebovat’ az n.n! procesorov.

Je v8ak zaujimavé vediet’, ze paralelné triedenie v konStantnom case je vobec

mozné.

Algoritmus 4.5

Vstup: Pole A

Vystup: Pole A

begin

1: for 0 <= p < n! pardo
b(p) = true

2: for 0 <=p < n!, 0 <=1 <n -1 pardo
if a(p(i)) > a(p(i + 1)) or

(a(p(1)) = a(p(i + 1)) and p(i) > p(i + 1)) then

end

[4]
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5. Planarna geometria

Priklad 5.1

Mdme mnoZinu M, pozostavajiicu z n bodov v rovine. Dalej mame bod P, ktory do
M nepatri. Voronoiov mnohouholnik V(P) je taky mnohouholnik, ktory ohranicuje vsetky
body Q, ktoré su blizsie k P ako k lubovolnému bodu z M. Najdite CREW PRAM
algoritmus pracujuci v ¢ase O(log n) a praci O(n log n), ktory pre danui rovinu M a bod P
najde Voronoiov mnohouholnik V(P).

RieSenie

Zoberme si bod A z danych n bodov v mnozine M a bod P. Body, ktoré sa
nachadzaju blizsie k bodu P ako k bodu A, lezia v rovine, ktora si uréime nasledovne:
Oznaéme si S stred medzi bodmi A a P, S = (A + P)/2. Vezmime si smernicu priamky AP a
jej normalu, ktora prechadza bodom S. Tato normala bude uréovat’ polrovinu, v ktorej sa

nachadzaju vSetky body, ktoré st blizSie k P ako A.

Spravime prienik vSetkych takychto polrovin. Tento prienik je Voronoiov

mnohouholnik.

Prienik polrovin vieme na CREW PRAM spravit’ v ¢ase O(log n) a praci
O(n log n). Konkrétny algoritmus mdzeme ndjst’ napriklad v [1] str. 272 - 277.

Priklad 5.2

Mdme v rovine N obdlznikov s hranami rovnobeznymi so siiradnicovymi osami.
Ndjdite CREW PRAM algoritmus pracujici v ¢ase O(log n) a praci O(n’), ktory vypocita

plochu ich zjednotenia.
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RieSenie
Priklad rieSime rovnako, ako by sme riesili jeho sekvencné rieSenie.
Predpokladajme, Ze vSetky stradnice su rozne. Najskor si koncové body
obdlZnikov utriedime podl'a x-ovej suradnice, ¢im ndm vznikna ,,pasy®, tvorené susednymi
stiradnicami v utriedenom poradi x-vych suradnic, také, Ze vnutri tychto pasov sa

nenachadzaju ziadne d’al’Sie body.

Kazdy takyto pas sa da spracovat’ paralelne a teda problém este spociva vo
vypocitani plochy zjednotenia v jednom takomto pase. (Vysledné hodnoty jednotlivych
pasov sa l'ahko spocitaju v case O(log n) do jednej premennej napriklad algoritmom na

vypocet prefixovych sim.)

Pod’me sa teda zaoberat’ tym, ako vypoéitame plochu zjednotenia obdiznikov
v konkrétnom pase. V§imnime si, Ze obdizniky mozeme rozdelit’ do pasov aj podl'a
suradnic y-novych vrcholov. Pre kazdy x-ovy pas je potom dolezité, ktoré y-nové pasy st

v iom pokryté a ktoré nie.
Koncové body si utriedime aj podl'a y-novych suradnic.

Vytvorime si dvojrozmerné pomocné pole, v ktorom kazdému x-ovému pasu bude
prisluchat’ jeden riadok, ktory naplnime nasledovne: Ak prisluiny obdiznik do x-ového
pasu zasahuje, vlozim na index prisluchajuci konkrétnemu y-novému pasu + 1, ak na niom
obdiznik zagina, - 1, ak na iom obdiznik kongi. Ak obdiznik do pasu nezasahuje, zapiseme

nulu.

Na riadkoch spocitame prefixové sumy. Na miestach v pomocnom poli, ktoré
reprezentuji pokrytu plochu, ndm vyjdu jednotky, na nepokrytych miestach nuly. Teraz
nam ostava uz len spocitat’ pocet jednotiek v poli.

Vypoéitat' prefixové sumy, ¢i sumy, na poli dizky n vieme v ¢ase O(log n) a préci

O(n). Ked’ze paralelne na n poliach, praca nam stapne na O(n?).
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Zaver

Zaver

Zbierka je zamerana hlavne na Studentov fakulty navstevujtcich prednasku
Efektivne paralelné algoritmy, ale dobre poslizi aj Studentom podobnych kurzov na inych
Skoléch, ich vyucujicim ¢i jednoducho zdujemcom o paralelné programovanie. Je vhodna
ako doplnok k prednaskam ¢i k [1], ale da sa pouzit’ aj samostatne. Pokial’ je ndm zname,
jedna sa vébec o prvu ucebnicu so zameranim na programovanie na PRAMoch

v slovenskom jazyku.

Verime, Ze zbierka paralelné programovanie Citatel'ovi priblizila a vd’aka forme
a postupnosti, akou je napisana, si jednoducho osvojil postupy, techniky a triky vyuzivané
v paralelnom programovani a podobné, ale aj zlozitejSie ulohy, bude teraz 'ahko vedet

vyrieSit’ sdm.
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